2. Dieléctricos
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Introduccién

En el capitulo primero se ha estudiado el campo eléctrico en el vacio. A partir
de esta leccion se comienza su estudio en cuerpos. Comenzaremos creando el
concepto de dipolo, que servird para describir una clase de cuerpos llamados
dieléctricos.

Dipolo eléctrico
Definicién.- Dipolo eléctrico es cada conjunto de dos cargas puntuales opuestas
separadas.
d

o—Q
- q
Fig. 1.- Dipolo eléctrico

Brazo de un dipolo es el vector d de origen el punto que ocupa -q y extremo el que ocupa
g. El vector

p=qd

se llama momento del dipolo 0 momento dipolar. Se ve que su unidad es C m (culombio
metro).

Dipolo puntual

Con origen de potenciales en el infinito, el potencial que un dipolo crea en un
punto P es (Fig. 2)

-

Fig. 2.- Dipolo puntual es el dipolo en el que R es mucho mayor que d.
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2 Félix Redondo Quintela y Roberto C. Redondo Melchor

Si el modulo d del brazo del dipolo es despreciable frente a los médulos de R;
y R,, la diferencia R; - R, de la formula anterior es aproximadamente la proyeccion
de d sobre R;.Y como R; tiende entonces a R resulta

Rl—RZ:dcosezd-%

Se ha utilizado que la proyeccion de un vector sobre la direccion de otro, d sobre R en
este caso, es el producto escalar de d por el vector unitario R/R en la direccién de R

Sustituyendo en la formula del potencial queda:
Qg dcos® _ qd-R _ 1 -V(l)
" 4ngy R2 4n£0R3 4rte, R

o))

Se ha utilizado que p=qd y que R/R® =-V(1/R).

Un dipolo en el que se hace esa aproximacion se llama dipolo puntual. R es
entonces el vector con origen en el dipolo y extremo en el punto (x,y,z) en que se

halla el potencial?.

O

Fig. 3.- Dipolo puntual en el punto r' =x'i+y'j+z'k.

Si (x’,y’,z’) son las coordenadas del punto que ocupa el dipolo (Fig. 3),
entonces

R=(x-x)i+(y-y)j+(z-2)k
por lo que

E: 1
R Jx-x)?+(y-y)2 +(z-2)?

es funcién de x, y, z, X', y', z'. El gradiente de 1/R, que hemos escrito V(l/R), es el

vector cuyas componentes son las derivadas parciales de 1/R respecto a las variables

1 Un vector unitario en la direccion de R es el cociente entre el vector R y su médulo R.

2 El origen de R puede ser el centro del brazo del dipolo. Asi se ha dibujado en la figura.
Pero también podria ser, por ejemplo, un extremo, pues la diferencia no influye en los problemas
macroscopicos. Esto es, precisamente, lo que significa 'dipolo puntual': que la longitud de su brazo es
despreciable comparada con las longitudes que se consideran en los problemas, de forma que se puede
hablar del 'punto que ocupa el dipolo'.
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2. Dieléctricos 3

X, ¥, Z. La expresion V’(l/R) significa hallar el gradiente de 1/R respecto a las
variables son x*, y*, z*. Si se hallan los dos gradientes se ve que

( \
"w | oo +(yi Frar) [

con lo que

V= 1
4meg

o[z @

Esta serd la férmula del potencial de un dipolo que utilizaremos en lo que sigue.

Conductores y dieléctricos

Sea v el volumen limitado por la superficie cerrada S. Si la posicidon de una
particula en v no cambia respecto a la superficie S, se llama particula fija o particula
ligada. Si V' C v, y una particula no puede abandonar el volumen V', se llama particula
confinada en v', y V' se llama volumen de confinamiento de esa particula. Una particula
cuyo volumen de confinamiento es todo v, se llama particula libre en el volumen v,
pues se puede mover por todo v.

Una particula fija con carga se llama carga fija o carga ligada; y una particula
libre con carga se llama carga libre.

Cada atomo de un sélido vibra confinado en un pequefio volumen del sélido.
Pero, como ese volumen suele ser pequefio comparado con el volumen total del
sélido, los atomos de los sélidos se consideran particulas fijas.

Entre los &tomos de los cuerpos hay grandes espacios vacios. El vacio entre las
estrellas es imagen del vacio entre los atomos. De forma parecida a como alrededor de
cada estrella giran sus planetas, alrededor del nucleo de cada atomo giran sus
electronesd. Pero, aumentando su energia, algunos electrones de la ultima capa
pueden abandonar el &tomo al que pertenecen y convertirse en electrones libres, que
vagan en el vacio que existe entre los atomos como algunos cuerpos celestes se
mueven por el espacio, sin permanecer girando alrededor de ninguna estrellat. En los

3 Esta imagen pretende llamar la atencién sobre lo "esencialmente vacios" que estan los
cuerpos. Por ejemplo, los centros de dos nlcleos de muchos a&tomos adyacentes de cobre sélido distan

0.36x10°m , una distancia que es mas de 36 X 10® veces el diametro de cada nucleo, que es del orden

de 107 m . Dicho de otra manera, entre dos de esos ntcleos cabrian 36000 ndcleos de cobre colocados
en linea recta. Hay pares de estrellas entre las que caben solo 5000 estrellas en linea recta.

4 Los electrones libres se mueven en el espacio vacio que existe entre las drbitas mas
externas de atomos contiguos. Los electrones que giran en la Gltima 6rbita se llaman electrones de
valencia. La imagen césmica sigue siendo Util para representar también el paso de un electrén de
valencia a electron libre: si a Pluton se le comunica energia por medio de un cohete que lo empuje hacia
fuera, puede abandonar su oérbita alrededor del sol y vagar por el espacio como cuerpo libre. Esto
también podria ocurrirle a un planeta mas interno, por ejemplo a la Tierra; pero entonces la energia
necesaria seria mayor. Por eso es mas facil liberar a los cuerpos mas alejado del Sol. Lo mismo ocurre
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4 Félix Redondo Quintela y Roberto C. Redondo Melchor

metales ya ocurre eso sin aporte de energia, pues a cualquier temperatura tienen
electrones libres.

Todas las moléculas de los liquidos y gases, y los iones que pueda haber entre
ellas son particulas libres, pues se mueven por todo el volumen del fluido. Como los
iones tienen carga, son cargas libres. Por ejemplo, en una disolucidn acuosa de una sal,
de un &cido o de una base hay iones positivos y negativos, que son cargas libres. En la
atmaésfera, junto a las moléculas neutras de oxigeno, nitrogeno, etc. hay iones de estos
y otros cuerpos originados por los rayos c6smicos®, por tormentas 0 por otras causas.
Esos iones son cargas libres.

Definicién.- Conductor es un volumen con cargas libres. Un sélido y un liquido con
cargas libres son conductores. Los metales son conductores.

Definicion.- Aislantes son volimenes sin cargas libres. El vacio es, por tanto,
aislante. Los cuerpos que mantengan todos los electrones ligados a sus atomos son
aislantes. Sin embargo, a temperatura superior al cero absoluto hay electrones libres
en todos los cuerpos. Cuanto menor sea su concentracion mas parece el cuerpo un
aislante. Por eso, en la préctica, se habla de buenos o malos conductores y de buenos o
malos aislantes. Los metales son buenos conductores, pues tienen muchos electrones
libres. El cobre y el aluminio son los mas usados como conductores. El vidrio, la mica
y ciertos plasticos se encuentran entre los mejores aislantes. Los cuerpos aislantes se
llaman dieléctricos.

Dieléctricos como distribuciones de dipolos. Polarizacion

Los dieléctricos son conjuntos de moléculas. Cada molécula tiene cargas
positivas y negativas, que suman cero. Por eso las moléculas se pueden imaginar
como conjuntos de pares de cargas puntuales opuestas separadas por pequefas
distancias. Es decir, describiremos cada molécula por un conjunto de dipolos. Esa sera
nuestra hipétesis de partida para estudiar los dieléctricos: que cada una de sus
moléculas es un conjunto de dipolos. La suma vectorial de los momentos dipolares de
todos los dipolos de una molécula se Ilama momento dipolar de esa molécula. Las
moléculas cuyo momento dipolar no es cero se llaman moléculas polares. Si el
momento dipolar es cero se llaman moléculas apolares o no polares. Las moléculas de
agua son polares. Las de diéxido de carbono apolares. Como la distancia entre las
cargas de los dipolos de las moléculas es microscépica, pueden considerarse dipolos
puntuales si las distancias que se consideran son mucho mayores que los brazos de los
dipolos moleculares. Por tanto, desde el punto de vista electrostatico, un dieléctrico
puede describirse por un conjunto de dipolos puntuales en el volumen del dieléctrico,

con los electrones: los primeros que se liberan y los Unicos en la conduccion eléctrica ordinaria son
algunos de los de valencia, los mas externos.

5 Se llaman rayos cdsmicos las particulas subatémicas que proceden de fuera de la
atmosfera, del espacio exterior, del cosmos.
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2. Dieléctricos 5

lo que llamaremos distribucion volumica de dipolos puntualest. La suma de los momentos
dipolares de los dipolos contenidos en un volumen se llama momento dipolar de ese volumen.

Definicién.- Sea una distribucion volumica de dipolos puntuales en un
volumen v. Polarizacion es una funcién vectorial P definida en v tal que el momento dipolar
p’ de cada volumen v’ contenido en v es

p =fv,Pdv

Si existe, coincide en cada punto con
p= lim 2P
Av—0 AV

donde el volumen Av contiene a ese punto e Vp es el momento dipolar del volumen

Av. Es decir, P es la densidad de momento dipolar en cada punto, o sea, el momento
dipolar por unidad de volumen en cada punto. Se ve que la unidad de P en el Sistema

Internacional de Unidades es el C m/m3 :C/m2 (culombio por metro cuadrado), la
de una densidad superficial de carga. Si P es una funcion continua de x',y',z’, la

distribucion se llama distribucion continua de dipolos puntuales. Polarizacion de un
dieléctrico es la polarizacion de la distribucion de sus dipolos moleculares.

Campo creado por una distribucion de dipolos puntuales

Sea P la polarizacion de una distribucion de dipolos puntuales. Si una parte dv
de su volumen es pequefia, puede considerarse aproximadamente un dipolo puntual
de momento dipolar

dp=Pdv

Segun la férmula (2), ese dipolo crea un potencial en un punto

1 1

dv=—"p -V'(—) v
4meg R

R es el vector que va desde cada dv al punto en el que se quiere hallar el potencial. El

potencial que toda la distribucidn crea en el punto considerado se obtiene integrando

en todo el volumen de la distribucién de dipolos puntuales:

1 1
verl e (L
431580 R
v
De la identidad
6 A partir de aqui se comienza a elaborar la teoria de las distribuciones de dipolos

puntuales, que es una parte de la Electrostatica, pues se sigue utilizando como Unico axioma la ley de
Coulomb, y el trabajo seguira siendo puramente matematico. Lo que se deduzca sera véalido para una
distribucion volumica de dipolos puntuales, y aplicable a los dieléctricos en la medida en que estos se
aproximen a tal distribucion. EI comportamiento observado de muchos dieléctricos coincide con los
resultados de la teoria.
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V'.(lp) “lyips p.vr(l)
R R R

se obtiene
p.v(i) :Vf.(lp)_lvl.p
R R R

Sustituyendo en la formula del potencial,

L fV’-(iP)dv— L flV’-Pdv
4meg R 4megY R
\% \

Por el teorema de Gauss o de la divergencia,
fvu(lp)dv:gslp-ds
v R S R

S es la superficie limite del volumen v. Sustituyendo y ordenando,

1 -V'-P 1 1
V = f dv+ gi—P-dS
4meg ¢ R 4meg s R

Si hacemos p, =-V'-P y o, =P-n, donde n es el vector unitario en la direccion y

V =

sentido del dS, es decir, normal a la superficie, queda:

1 .P 1 .0
= ——[dv+ —Lds
4megY R 4meg A R

\"

Op

Fig. 4.- Un dieléctrico equivale a dos distribuciones simultaneas de carga: una
volumica y otra superficial.

A la ultima férmula puede darsele una interpretacion muy ingeniosa: resulta
que el potencial que una distribucion de dipolos puntuales crea en un punto es el
mismo que si la distribucion fuera una distribucion volumica de carga de densidad
pp =-V'-P y ademas tuviera en su superficie limite una densidad superficial de

carga o, =P-n'. Esto significa que, para todos los efectos electrostaticos, cada

. 9P, Py 4P _ . .
7 Considerar a ViP = a—;‘+a—;+a—zz una densidad volumica de carga no es tan artificial, pues

su unidad es C/m3 , la de una densidad volUumica de carga. (Recuérdese que la unidad de polarizacion

es C/m2 )- Py, Py, P, son las componentes de P. Es decir, P =P,i+Pj+P,k. De la misma forma, la

unidad de Pin es C/mz, la de una densidad superficial de carga, pues es la componente de P
perpendicular a la superficie que limita el volumen de la distribucion de dipolos puntuales. (También,
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2. Dieléctricos 7

distribucion volimica de dipolos puntuales equivale a una distribucion volimica de
carga con densidad Pp. con su superficie limite cargada con densidad superficial de

carga o,. p,=-V'*P se Ilama densidad volimica de carga de polarizacion, y op=P-n

p
densidad superficial de carga de polarizacion. Por tanto el campo eléctrico que un
dieléctrico o una distribucién de dipolos puntuales crea en un punto vale

1 .ppdv 1 0pdS

E= R+ R
47:80{ R3 4758025 R3

Si la polarizacion P es nula, las densidades volumica y superficial de carga de
polarizacion también lo son, y el campo que crea el dieléctrico es cero. Aunque el
dieléctrico sea polar, la polarizacién puede ser nula en todos sus puntos; basta que los
dipolos estén orientados de forma que la suma de sus momentos en cualquier
volumen sea cero. Este es el estado habitual de la mayor parte de los dieléctricos, tanto
de los polares como de los no polares: que su polarizacién es cero en todos sus puntos.
Pero si la polarizaciéon no es cero, la distribucién equivale a dos distribuciones de
carga de densidades pp en el volumen de la distribucion y op en la superficie que la
limita. Si en la distribucién hay otras cargas, la densidad que ha de considerarse en
cada punto a todos los efectos electrostaticos es la total p; = p+p,, donde p es la

densidad volumica de cualquier otra carga distinta de la de polarizacion. Lo mismo si
hay otras cargas en la superficie: o, =0 + Op- Si no se ha incorporado carga adicional

la carga total del volumen de la distribucién de dipolos es cero, pues la carga positiva
de cada dipolo es igual a la negativa.

Carga latente de polarizacion

Definicién.- Se llama carga volimica de polarizacion de una distribucion de dipolos
puntuales a

Upy =fvppdv

donde v es el volumen de la distribucion. Se llama carga superficial de polarizacion de
una distribucién de dipolos puntuales a

donde S es la superficie cerrada que limita a v.

Ambas cargas son las que tendria la distribucidn de carga que crearia en cada
punto el mismo campo eléctrico que crea la distribucion de dipolos o el dieléctrico al
que describe (fig. 4). Se llaman también cargas latentes de polarizacion. La suma de las
dos,

Op = 0py *Ups

si un vector unitario se define como n =V/\V , su dimensioén es la unidad. O sea, un vector unitario no

tiene unidades).
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8 Félix Redondo Quintela y Roberto C. Redondo Melchor

se llama carga total de polarizacion o carga latente total de polarizacion.

Teorema.- La carga latente total de polarizacion de una distribucion de dipolos
puntuales es cero.

Demostracién.-
Op = Upy *+ps = [, ppdv + L 0,dS :fv(-div P)dv+9ssp-nds =
= —fvdidev +fvdiv Pdv=0

Se ha aplicado el teorema de la divergencia, segun el cual

gﬂSP'ndS:fvdidev

v es el volumen de la distribucién y S la superficie que lo limita. El resultado es
interesante, pues muestra que el campo creado por un dieléctrico polarizado sin carga
adicional se debe a una redistribucién de su carga, que equivale a densidades de carga
en cada punto no nulas, aunque la carga total es siempre cero.

Ley de Gauss para dieléctricos

Una vez establecida la equivalencia entre un dieléctrico o distribucion de
dipolos y una distribucion de carga, pueden aplicarse al dieléctrico las propiedades ya
conocidas. Solo hay que recordar que la densidad de carga en cada punto de un
dieléctrico o de una distribucion de dipolos puntuales debe incluir, ademas de otras
posibles, la carga de polarizacion. Entonces, si el campo E en cada punto de un
dieléctrico esta creado solo por cargas eléctricas, incluidas las de polarizacion, la ley
de Gauss para cada punto de un dieléctrico se escribe

P _P*Pp_p-V-P

) & &

V-E=

O]

Pp €s la densidad volUumica da carga de polarizacién y p la densidad de carga debida

a otras cargas anadidas distintas de las de los dipolos. Llamaremos a p densidad
volUmica de carga adicional. p, = p + pp €S la densidad volUmica de carga total. De (2),

V-(egE+P)=p
El vector
D=¢gE+P

se llama vector desplazamiento eléctrico o, simplemente, vector desplazamiento. Tiene la
misma unidad que P: C/m?, la de densidad superficial de carga. Resulta

V:-D=p ©))
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2. Dieléctricos 9
que es una forma muy sencilla de la ley de Gauss, valida con independencia de si el
medio es material 0 es el vacio. En este Gltimo caso, como en el vacio no hay
moléculas polarizadas ni no polarizadas, la polarizacion P vale cero, con lo que

DZgOE
y
V-D=¢gV-E=p
o}
v-E=2 @)
€

que es la relacion encontrada para el vacio. Noétese, por tanto, que (3) y (4) son
equivalentes. No es que la ley de Gauss para los dieléctricos afiada algo que la misma
ley para el vacio no contuviera, ya que se ha deducido de la ley para el vacio. Y,
reciprocamente, de la ley de Gauss para los dieléctricos acabamos de deducir la ley
para el vacio. Como a su vez la ley de Gauss para el vacio es equivalente a la ley de
Coulomb, resulta que también la ley de Gauss para los dieléctricos es equivalente a la
ley de Coulomb: cualquiera de las tres puede tomarse como axioma, como punto de
partida para construir la Electrostatica.

A las mismas relaciones se habria llegado a partir de la forma integral de la ley
de Gauss en el vacio. En efecto, en cualquier superficie cerrada S de un dieléctrico

565-d5=&=i (p+pp)dv=ifpdv-ifv-Pdv=
S €0 Eov gov gov
=L [pdv-—gP-ds
SOV EOS

El volumen v en el que se calcula la integral es el limitado por la superficie cerrada. Se
ha utilizado el teorema de la divergencia. Comparando el primer miembro y el ultimo
se obtiene:

95(50E+P)-d8:fpdv:q
S v
D=¢gE+P

es el desplazamiento y q la carga distinta de la carga de polarizacion en el volumen
considerado. Resulta:

SPD-dS:fpdv:q
S \Y

que es la ley de Gauss en forma integral: el flujo de D a través de cualquier superficie
cerrada es igual a la carga adicional que haya en el volumen limitado por esa superficie.
Notese en la anterior igualdad que el flujo del vector desplazamiento a través de una
superficie tiene dimensién de carga eléctrica, o sea, se mide en C.
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10 Félix Redondo Quintela y Roberto C. Redondo Melchor

Susceptibilidad eléctrica y constante dieléctrica

Lo habitual es que la polarizacién de los dieléctricos sea cero, incluso en los
dieléctricos cuyas moléculas son polares, que se llaman dieléctricos polares, pues, en
ellos, los momentos dipolares de las moléculas suelen estar orientados al azar, de
forma que la suma de los momentos dipolares de cada volumen macroscopico de
dieléctrico es cero.

- F b)

F F o F

Fig. 5.- @) Un campo eléctrico tiende a colocar el brazo de los dipolos de las
moléculas polares en la direccion y sentido del campo eléctrico. b) En las
moléculas apolares el campo eléctrico tiende a separar las cargas positivas de
las negativas y a originar asi un momento dipolar no nulo en cada una.

Pero cuando existe un campo eléctrico en un dieléctrico, ejerce fuerzas en las
cargas de sus moléculas. Si el dieléctrico es polar, estas fuerzas tienden a orientar los
dipolos de sus moléculas en la direccion del campo, es decir, a poner paralelos los
momentos dipolares con el campo (Fig. 5a). También tienden a aumentar la
separacion de las cargas positivas de las negativas. Si el dieléctrico es apolar, el campo
tiende a separar las cargas y a originar en cada molécula un momento dipolar no nulo
(fig. 5b). Estas acciones aumentan los momentos dipolares de las moléculas. En
muchos dieléctricos solo asi se consigue una polarizacion no nula: por aplicacion de
campo eléctrico. Y en muchos de ellos, a los que llamaremos dieléctricos is6tropos, esa
polarizacion tiene siempre la direccion y el sentido del campo eléctrico en cada punto.
En esos casos la relacion entre la polarizacion y el campo eléctrico en cada punto se
expresa asi:

P=¢oxE

x se llama susceptibilidad eléctrica del material, y es numero real positivo
adimensional8. Cuanto mayor sea x mayor polarizacion se consigue con el mismo
campo eléctrico. Por tanto x es una caracteristica de cada dieléctrico isétropo, y mide
lo susceptible que es de ser polarizado. x =0 significa que el dieléctrico es
impolarizable. El vacio es impolarizable, pues no hay moléculas que polarizar. Si x
no depende del modulo del campo eléctrico se dice del dieléctrico que es lineal. En
caso contrario se dice que es no lineal. Muchos materiales Utiles se comportan
aproximadamente como dieléctricos isotropos. Llevando la udltima férmula a la
definicidn de D, en ellos se cumple que

D = ¢ggE + P=¢yE + gqxE=¢q (1 + x)E=¢qe,E=¢E

8 La formula P =¢yxE con yx positiva es una manera de expresar que la polarizacion

tiene la misma direccion y sentido que el campo. Los dieléctricos en los que eso ocurre se llaman
dieléctricos isotropos, de cuya teoria esa formula es el punto de partida. En la medida en que los
dieléctricos reales la cumplan, tienen las propiedades que se deduzcan de esa teoria. Que P y E tengan
la misma direccién podia haberse expresado asi: P=sE, con un solo coeficiente de E. Se prefiere hacer

S =¢px porque asi x resulta adimensional.
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g =1+ (®)

Se llama constante dieléctrica o coeficiente dieléctrico del material, y es siempre un
ndmero real mayor o igual que 1, pues x =0.

£ = ggE,

es un namero real también positivo igual o mayor que ¢y, que se llama permitividad
del material, y tiene las mismas dimensiones que ¢;. Como

_ €

Er - —

€
e, se llama tambien permitividad relativa del material respecto al vacio®. De (5) se
deduce que si ¢, =1, e=¢;,y x =0, con lo que la polarizacion del dieléctrico es nula
aunque exista campo eléctrico. Para el vacio ¢, =1, e =¢; y x=0. También para el

aire.

Fig. 6.- Un campo eléctrico tiende a orientar los momentos dipolares de las
moléculas de los materiales isétropos en la direccién y sentido del campo.

Sin embargo no en todos los dieléctricos la relacién entre el campo eléctrico y la
polarizacion es P = g5xE . En algunos de ellos, aunque el campo eléctrico se anule, la
polarizacion sigue siendo distinta de cero. El valor de la polarizacién cuando el campo
eléctrico es nulo se llama entonces polarizacion remanentel® Los materiales en que esto
ocurre se llaman materiales ferroeléctricos, y la propiedad de que haya polarizacién
aungue no haya campo eléctrico que la cree se llama ferroelectricidad. El prefijo ‘ferro’
no se debe a ninguna relacion de estos materiales con el hierro, sino por la semejanza
de este fendbmeno con el ferromagnetismo, que si tiene que ver con el hierro: en los
materiales ferromagnéticos queda una induccion magnética B no nula aunque se
anule la intensidad del campo H que la crea. Este valor de B se llama induccion
remanente 0 magnetismo remanente, y la propiedad que consiste en que haya
induccién magnética B aunque no haya intensidad de campo H que la cree, se llama
ferromagnetismo porque esta propiedad la tienen los elementos del grupo del hierro y
aleaciones hechas con ellos. Esta semejanza de comportamiento es la que ha dado
lugar al nombre materiales ferroeléctricos para calificar a los materiales en los que puede
existir polarizacion remanente.

En otros dieléctricos la polarizacion no tiene necesariamente la direccién del
campo eléctrico. Son los dieléctricos anisotropos. En algunos de ellos la relacién entre
el campo y la polarizacion puede expresarse por medio de la formula tensorial:

9 El valor de ¢, es solo de algunas unidades. Para la mica, por ejemplo, es proximo a 6.

10 Remanente significa lo que queda de algo.
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— j
PI - Soxi EJ
que da para componente del vector desplazamiento
D. = gJE
1 1)

La anisotropia se presenta principalmente en materiales cristalinos. Aqui solo
nos ocuparemos de los dieléctricos isétropos.

Rigidez dieléctrica

Si el campo que se aplica a un aislante es suficientemente elevado, puede
arrancar electrones de sus moléculas, ionizadndolas, y originando cargas libres que
hacen perder al material sus propiedades de aislante. EI mayor médulo de campo eléctrico
que se puede aplicar a un aislante sin que ionice sus moléculas se llama rigidez dieléctrica del
aislante, y los campos eléctricos de médulo superior a la rigidez dieléctrica de un aislante se
llaman campos eléctricos ionizantes para ese aislante. Los de mddulo menor se llaman
campos eléctricos no ionizantes. Los campos eléctricos que polarizan un dieléctrico han
de ser no ionizantes, o sea, de mddulos menores que la rigidez dieléctrica del
dieléctrico, Unica forma de que polarice sus moléculas sin ionizarlas.

La rigidez dieléctrica de los aislantes depende de diversas variables, como de
su humedad y de su temperatura. La rigidez dieléctrica del aire es proxima a
30 kV/cm.

Ley de Coulomb en dieléctricos

Puede obtenerse una expresion de la ley de Coulomb para cargas puntuales
situadas en dieléctricos is6tropos. En efecto, si una sola carga puntual g esta situada en
un dieléctrico, aplicando la ley de Gauss a una superficie esférica de radio R y centro
en la carga, como, por simetria, D es perpendicular a la superficie esférica, se tiene:

47R’D =

19
4w R?
Y como D = ¢E,

-1 a
Ane R?

Fig. 7.- Campo de una carga en un medio dieléctrico.
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2. Dieléctricos 13

Es decir, la férmula del campo que crea una carga puntual situada en un
dieléctrico es la misma que en el vacio excepto que la permitividad es la del
dieléctrico. Por tanto la fuerza entre dos cargas puntuales situadas en un dieléctrico es

Fio=———3%Rp (6)

que es la ley de Coulomb en medios dieléctricos, que incluye la ley de Coulomb en el
vacio, pues en el vacio ¢ = ¢y. De nuevo hay que decir que ambas leyes, la del vacio y
la de los dieléctricos son equivalentes, pues de una se obtiene la otra. Pero la formula
(6) tiene un valor practico considerable, pues indica que las férmulas para un medio
dieléctrico isotropo son las mismas que para el vacio, excepto que hay que sustituir en
todas la permitividad del vacio por la del medio. N6tese que la permitividad ¢ del
dieléctrico resume todo el efecto de la fuerza que las cargas latentes de polarizacién
gjercen sobre las cargas puntuales.

La (6) también puede escribirse asi:

_ 1 oG, kol _ Figo
Flo= ——3"Rp=—""3"Rp ==

Que muestra que la fuerza entre dos cargas puntuales en un medio dieléctrico es la
del vacio dividida por ¢,. Como la permitividad relativa e, es mayor o igual que uno

en todos los dieléctricos isétropos, resulta que la fuerza entre dos cargas puntuales
situadas en medios dieléctricos isotropos es siempre menor o igual que en el vacio.
Fioo es la fuerza en el vacio. Por tanto, tambien el campo eléctrico es menor o igual en

un punto si el medio es un dieléctrico que si es el vacio.
De (6) se deduce que, si el medio sin limites en el que se producen las acciones

entre cargas es un dieléctrico isotropo, lineal y homogéneo, las formulas deducidas
para el vacio son validas en el dieléctrico si en los lugares donde aparece escrito g, se

escribe ¢, que es la permitividad del dieléctrico!’.

Condiciones en las fronteras

Definicién.- La superficie de separacion entre dos medios homogéneos se Ilama
frontera.

Averiguaremos cémo varia el campo electrostatico al pasar de una parte a otra
de la frontera entre dos dieléctricos de permitividades respectivas ¢; y ¢,. Para ello

suponemos una superficie cerrada cilindrica con dos bases de igual area, dS, una a
cada lado de la frontera, paralelas a ella e infinitamente proximas entre si (fig. 8a).

n Los adjetivos aislante y dieléctrico aplicados a los cuerpos o materiales se consideran a
veces sinbnimos. Pero, en la practica, aunque se trate del mismo material, se utiliza el nombre aislante
cuando la propiedad que interesa es la de aislamiento, o sea, impedir el paso de carga a través de él; asi,
los hilos conductores se recubren con plasticos o barnices aislantes. Y se emplea dieléctrico cuando las
propiedades que interesan son las que derivan de la polarizacion. Ademas, el vacio es aislante y no es
dieléctrico.
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14 Félix Redondo Quintela y Roberto C. Redondo Melchor

Aplicando a esa superficie cerrada la ley de Gauss, y puesto que, por su dimension
nula, el flujo a través de la superficie lateral es cero, se tiene:

a) b)

dS,hdS, dhﬁ}dlz

| |
| |
& ! & & ! &
I I
Fig. 8.- Fenémenos de frontera.

o es la densidad de carga adicional (no de polarizacion) en la frontera. Si es n el
vector unitario normal a la frontera que va del medio 1 al 2,

ng=-n
n,=n
Sustituyendo y simplificando,
(D,-Dy)-n=0
O bien
(£2E2 - lel)-n =0
Y

NV, vy _
250 T n ) T¢

Consideremos ahora una linea cerrada formada por dos segmentos de igual
longitud, dl, paralelos entre si y a la frontera, uno a cada lado de ella e infinitamente
proximos (fig. 8b). La circulacion de E en esa linea vale

E,-dl-E;-dlI=0
Es decir,
it =Bt
En resumen, para el campo eléctrico
Eie=EBots  &Fn-&Fn=0 U]
O sea, la componente tangencial del campo electrostatico es siempre una funcion

continua de las coordenadas del espacio x, y, z, y también es continua, por tanto, la
derivada parcial del potencial en esa direccion 9V/ot=E,. Sin embargo, la
componente normal no es en general continua en la superficie de separacion, como
muestra (7). Tampoco lo es, por tanto, la derivada del potencial en la direccion
normal, o sea, la componente normal de campo electrostatico; pues, incluso si no
existe carga adicional en la superficie de separacion, o sea, si o0 =0,
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2. Dieléctricos 15

2 5
_“ - °rl
- Eln - E1n

E
2
) r2

n
gue muestra que, si no hay mas carga superficial que la de polarizacién, la componente
normal del campo eléctrico es mayor en la parte de la frontera con menor coeficiente dieléctrico.
Como la componente tangencial es continua, el modulo del campo crece en la parte de
menor permitividad debido al crecimiento de la componente normal. Eso hace que la
direccion del campo se acerque a la normal en la frontera al pasar hacia el dieléctrico
de menor permitividad, pues

Et Et
tgal =—>—= tgaz
nl n2
& | 6<g
E1 E2
Et (@]
(0%]
Eln EZn

Fig. 9.- Refraccion de las lineas de fuerza del campo electrostatico.

El cambio de direccién del campo electrostatico en la frontera entre dos medios
se llama refraccion de las lineas de fuerza del campo electrostatico, por semejanza con
el cambio de direccién de la luz y, en general, de las ondas.

Como de (7)

o+e¢E

E2n - 1=1n ,
€

si el campo eléctrico en un punto préoximo a una parte de la frontera tal como la 1 es

ceroy o =0, también el campo es cero en un punto préximo de la otra parte. Pero si

E;=0 yo=0, el campo en un punto de la otra parte préximo a la frontera es

perpendicular a la frontera y vale

El potencial es siempre una funcién continua de las coordenadas del espacio x, v, z,
pues es siempre derivable respecto a esas variables, ya que esas derivadas parciales
son las componentes del campo electrostatico, que existe en todos los puntos, aunque
sea cero.

Problemas
1.- Una carga puntual g=3 uC esté en el centro O de un hueco esférico vacio
de 2 cm de radio practicado concéntricamente en una esfera de dieléctrico de 10 cm de
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radio y de coeficiente dielé

Félix Redondo Quintela y Roberto C. Redondo Melchor

ctrico e, =4. Hallar el campo electrostatico en puntos que

disten 1, 9 y 15 cm del centro.

Solucioén:

Por simetria el camp

Fig. 1

o y el desplazamiento tienen la direccion del radio. El flujo

de D a través de una superficie esférica de centro O y radio 1 cm es (ley de Gauss)

4r?D() = g

De donde
D(1)=—
4qury
D1 1
e)=20 - y 3
Eo .Tl:go rl
= 2.69625 x

Para una superficie e

47r?D(9) = q

D(9) = —

4qurg

DO 1 q
EQ=—H=- =19
© € 4ge 2

9 3x107°

= 8.9875x 10 — =
(1x107%)

108N /C = 269.625MN/C

sférica de centro O y radio 9 cm, que esta en el dieléctrico,

8.9875x10° 3x107°
4 (9x1072)?

=832176 N/C =0.832176 MN/C

Para una superficie esférica de radio 15 cm, que esté en el vacio,

47r2D(15) = q

D(15) =

q
4nr125

Descargado de http://electricidad.usal.es



2. Dieléctricos 17

Eas)= 249 - Liz ~ 8.9875 x 10° Lo_jz -
£ Ame o (15x1079)

~1.19833 %10 N/C =1.19833 MN/C

2.- Una varilla cilindrica de didmetro D=1cm vy longitud L=1m tiene
polarizacion paralela al eje del cilindro de moédulo P:(5I2—1)1O‘6, donde | es la

distancia a un extremo O de la varilla. Hallar la densidad volumica de carga de
polarizacion en cada extremo y en el centro de la varilla, la densidad superficial de
carga de polarizacién en cada punto de su superficie, y comprobar que la carga total
de polarizacion es cero. Si ¢, =3, hallar la susceptibilidad eléctrica del material, y el
desplazamiento y el campo eléctrico en el centro de la varilla. Hallar la densidad
volumica de carga adicional en cada punto, en los extremos, y en el centro de la
varilla.

¢=1lcm
Jo”

1m
Fig. 2

Solucion:

Haciendo coincidir el eje de la varilla con el eje x, la Gnica componente no nula
de la polarizacion es la de este eje. Por tanto

. oP, 9P, 9P
Pp =_divP :-_X__y__z:_£:_10_5|
X dy 0z al

En los extremos la densidad volumica de carga de polarizacién vale
pp(0)=-10°x0=0

pp(1)=-10"° x1=-10C/m® =10 uc/m®

En el centro

pp(0.5)=-10°x05=-5x10"°C/m®=-5 uc/m®

La densidad superficial en cada punto es la componente de P perpendicular a
la superficie y hacia fuera en ese punto. Como P es paralela al eje de la varilla la
componente perpendicular a la superficie lateral del cilindro es nula, por tanto en
cada punto de la superficie lateral del cilindro la densidad superficial de carga de
polarizacion es cero. En cada extremo la polarizacion es perpendicular a la superficie,
hacia dentro en la primera base del cilindro y hacia fuera en la segunda, por lo que la
densidad superficial de carga de polarizacidn en cada punto de las dos superficies es

0p(0) = —P(0) = 1x 108 C/m? = 1uC/m?
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op(1) = P(1) = (5x1% -1)x 107® = 4x10° C/m? = 4uC/m?

Las cargas volimica y superficial de polarizacion valen

1, & aD? 10502 [12]
qPV :fvppdV:—fO].O ITdI:_T Eloz
__10°aD® | m g
8
_ _ J'I:D2 J'IZD2 _ J'l',D2 6 _ T -9
Ups _fsapds_Tap(0)+TaP(1)_T(1+4)x10 —§x10 C

Y la total
o9, T,
QP=QPV+QPS=‘§1OQ+§109=O

x=¢&-1=3-1=2

E-_ 1 p. 1 - (5I2—1)10‘6i
£0X  8.8542x1072x 2

D = ¢E=¢ye, E = g(sﬂ - 1)10‘6i

El modulo en el centro,

1
8.8542x 1072 x 2
=14117.6V/m=14.12 kV/m

E(05) = (5 x 0.5% - 1)10'6 =
D(0.5) = ¢E(0.5)=¢q¢,E(0.5) = g(s x 0.5% - 1)10—6 =3.75x107 C/m?
La densidad de carga adicional en el dieléctrico es
0 -viD=9P - 1541076
dl
p(0)=0
p(1)=15x10"° c/m® =15 uc/m?

0(05)=15x10"°x05=75%x10° C/m® =75uC/m?

3.- En el problema anterior hallar el campo y el desplazamiento eléctricos en
puntos exteriores de la frontera de la varilla situados en cada base del cilindro y en su
centro, es decir en 1=0, I=1 m y I=0.5 m. El medio que rodea a la varilla es el aire, de
permitividad relativa la unidad.
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=
| —
- = e
E2nb(0) Ezm,(l)
Fig. 3
Solucioén:

La componente del campo eléctrico tangencial a la frontera es continua:
1t =Bt

El medio 1 es la varillay el 2 el aire. Como E es paralelo al eje de la varilla en
todos los puntos, coincide con la componente tangencial en la superficie lateral de la
varilla; es decir, en el aire, en puntos proximos a la superficie lateral de la varilla,

1 2 -6
Eqryy =B = (5' - l) 10
207 5854210712 x 2

En las dos bases del cilindro E; es perpendicular a la frontera, por lo que
Eitp =0=Epyy

Para la componente normal

&2Bon —&Fp =0

Como o =0,

€ 5
) - °rl
- _Eln - Eln

E
2
€ r2

n

En la superficie lateral E;,, =0, por lo que también E,, =0.

En las bases
1 2 -6

E = (5| - 1)10

b ™ 6 8542 x 10712 x 2
Por lo que

& 3 1

Epp =-ILE == (5|2-1)10‘6

20, T 18854210712 x 2

En la base primera
1
E,np(0) =3
2 (©) 8.8542 x 1072 x 2
=-169411V/m=-169.4 kV/m

(5 x 0% - 1)10—6 =

En la segunda
1

E. (1)=3
znn (1) 8.8542 x 10712 x 2
~ 677645V /m =677.6 KV /m

(5 x1% - 1)10'6 ~
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O sea, también en puntos inmediatamente exteriores al dieléctrico el campo es
paralelo al eje de la varilla. En la superficie lateral el mdédulo es el mismo en el interior
que en un punto inmediatamente exterior, y en las bases del cilindro el médulo en el
exterior es ¢,.1/¢,, =3 veces el médulo en el interior.

En general, el campo eléctrico es facil de medir en el exterior de los cuerpos.
Los problemas anteriores muestran que midiéndolo adecuadamente en puntos de su
frontera, puede conocerse el campo en el interior de los dieléctricos.

4.- Una esfera de dieléctrico de 5cm de diametro y permitividad relativa 4,
rodeada de aire, tiene en su centro una carga esférica de 10 uC de radio despreciable.
Hallar el campo eléctrico, la polarizacion y el desplazamiento en un punto que dista
2 cm del centro y en dos puntos inmediatamente préximos a la superficie que limita al
dieléctrico, pero uno interior a ella 'y el otro exterior.

Fig. 4

Solucioén:

Como el dieléctrico es isotropo y la carga es positiva, el campo eléctrico, la
polarizacion y el desplazamiento tienen la direccion del radio y sentido hacia fuera de
la esfera.

E(z)_ii_k_oi~8.9875x109 10x107°
4neR2 & R? 4 (2x1072)2 -

=5.6172x10' N/C =56.172MN/C
x=¢&-1=4-1=3
P(2) = gyxE = 8.8542x 10712 x 3x 5.6172 x 10’ =

=1.49207 x 1073C/m? = 1.49207 mC/ m?
D(2) = ¢E(2) = £,£E(2) = 4 x 8.8542 x 10712 x 5.6172 x 10" =

~1.9894 x 1073C/m? =1.9894 mC/m?
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En un punto interior de la frontera las formulas son las mismas que las
anteriores con R=5cm y el campo también tiene la direccion del radio, es decir,
perpendicular a la frontera:

8.9875x10° 10x107°

— ~8.9875x10° N/C =8.9875MN/C
4 (5%x107%)

E(5) =

P(5) = 8.8542 x 107*? x 3 x 8.9875 x 10® =
=238.731x107°C/m? = 238.731 uC/ m?
D(5) = 4 x 8.8542 x 1072 x 8.9875 x 10° =

=318.308 x 107°C/m? = 318.308 uC/ m?

Como el campo eléctrico del interior de la frontera no tiene componente
tangencial, que es continua, tampoco la tiene el campo del exterior de la frontera, por
lo que ese campo es normal a la frontera, es decir, tiene también la direccion del radio.
Utilizaremos las condiciones de contorno para hallarlo. Como en la frontera no hay
carga distinta de la de polarizacion, si ahora el medio 1 es la esfera y el 2 el exterior, se
tiene, en general

E -fng _fnkd _ka__1 4q
2n -

1n - 52
£r2 e 81 R? £ R? 4me; R?

Es decir, el campo es el mismo que si solo existiera el medio 2: el medio 1 solo
modifica el campo en puntos de él mismo. También, como ¢, =1,

Eo,, = €r1Eqy = 4 x 8.9875 x 106 =35.95x10°N/C =35.95 MN/C
Como en el exterior y =1-1=0, la polarizacion es nula en todos los puntos.

El desplazamiento en los puntos exteriores de la frontera es

D, = £4E, = 8.8542 x 10712 x 35.95 x 10°® =

=318.308 x 107°C/m? = 318.308 uC / m?

Debido a la simetria, en el exterior de la esfera el campo sigue teniendo la
direccion del radio y sentido hacia fuera.

5.- Hallar la densidad volumica de carga de polarizacién de la esfera del
problema anterior.

Solucion:

En cada punto de la esfera que dista R del centro el médulo del campo eléctrico
vale

1 g_ 1 q

4ne R2 Are g ?
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La polarizacion es radial y vale

x_ 9
4re, R?

P=¢gyxE=
La densidad volUimica de carga de polarizacién es
ppy =-V-P

Como P solo depende de R, la divergencia de P en coordenadas esféricas vale

v.p=Lt9 (RZP)

_Rzﬁ

Por tanto

ppv__V'P:_ia{ 2_X q\:-ii( Xq\:o
R2 R 4rte, RZJ R2 8Rk4n£r

La carga volumica de polarizacion vale
Upy :fvppvdv :fVOdv =0

Es decir, si la polarizacion de una esfera de dieléctrico solo depende de la
distancia al centro de la esfera, la densidad volUumica de carga de polarizacion es cero
en todos los puntos y también es cero, por tanto, la carga volimica de polarizacion.

6.- Hallar la carga superficial de polarizacion de la esfera de dieléctrico del
problema anterior.

Solucién:

No se trata estrictamente de una esfera, pues, ademéas de la superficie de
separacion exterior, existe una superficie de separacion entre la pequefia esfera
interior cargada, de radio despreciable, y el dieléctrico. Para hallar la carga superficial
de polarizacion hay que tener en cuenta estas dos superficies. La polarizacion es
perpendicular a ambas y de sentido hacia fuera. Por tanto la densidad superficial de
carga en el superficie exterior es

X q
4re, (Rext)?

Opgext =P "N=P=

En la interior,

X q

Opeig =P N=-P=- —
Psint 4n8r (Rint)2

La carga superficial de polarizacion total es

Ops = 43—5(R6Xt)2 Opgext + 4”(R int)z Opsint =

Descargado de http://electricidad.usal.es



2. Dieléctricos 23

= dn(Rext)? X —3_ _an(Rint)?-X-—9 =g
4me, (Rext)? 4mer (Rint)?

También cero, como la carga voltimica de polarizacién. Deberia esperarse, pues
la carga total, la voltimica mds la superficial de polarizacién deben sumar cero.

Por tanto, el resultado de poner una carga en el centro de una esfera de
dieléctrico es crear cargas opuestas de polarizacion en las superficies de separaciéon
externa e interna.

7.- La permitividad relativa del agua del mar es ¢, =70. Hallar el médulo del

campo eléctrico que crea una carga puntual de 10 uC en un punto a 5m de ella.
Compararlo con el campo que crearfa esa carga en ese punto si el medio fuera el vacio.

Solucién
10x107°

El:iizz 1 3 - ! T =1283.93V/m

Ame R2 4megR? Anx70x8.8542x1072 5

-6

E,=— 4 - ! - 10"20 =89875.4 V/m

4nzgR?2 4nx8.8542x102 5
E, 898754 _
E, 128393

El médulo del campo en el agua es 70 = ¢, veces menor que en el vacio.
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