Formas de clasificar elementos de un conjunto.
Relaciones de eguivalencia

Clasificar los elementos de un conjunto es lo mismo que definir una particion en ese
conjunto’. En este articulo se describen tres formas de clasificar los elementos de un
conjunto, o sea, tres procedimientos de partir un conjunto.

La clasificacién de los elementos de conjuntos es utilizada por la ciencia para organi zar
el conocimiento y facilitar su aumento, por o que conviene analizar el propio proceso
de clasificar para que sirva mejor a estos fines. Pero conviene tener presente que la
accion de clasificar es una accion habitual, mas o menos consciente, de la vida
cotidiana, y que, en esencia, la clasificacion cientifica no difiere de la accion comin de
clasificar. Tener en cuenta esta Ultima afirmacion puede facilitar el entendimiento de lo
que sigue.

1. Clasificar citando los elementos de cada clase

Una forma de definir los subconjuntos A que son elementos de una particion P en €
conjunto A consiste en citar todos |os elementos de cada A . Por giemplo, s

A={ab,cd},
una particion de A es el conjunto

P={{ac {bd}},

donde las partes o clases de A que son |os elementos de esa particion son
A ={ac} y A, ={b,d},
gue se han definido especificando sus elementos.

Otraparticion de A es

Q={{a} {0} {c.d}}.

L El articulo ‘Partir v clasificar’ de esta misma seccion ‘ Comentarios técnicos' es preparacion
paraeste. Aqui se utilizarén conceptos definidos en aquel.
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Esta forma de partir un conjunto se llamara clasificar los elementos de un conjunto
citando los elementos de cada clase. Asi suelen partirse conjuntos de muy pequefio
nimero de elementos. Por gemplo, si con Juan, Alberto, Ricardo, Carlos, Roberto y
Marcos se quieren hacer dos equipos de futbol sala, lo mas fécil es hacer la particion
gue se desee citando los nombres de los jugadores que formaran cada parte, cada
equipo: A ={Juan, Alberto, Roberto} , y A, ={Ricardo, Carlos, Marcos} .

Pero hacer particiones de un conjunto A citando uno por uno los elementos de cada
parte no es posible s A es un conjunto infinito, como ocurre, por gemplo, con €l
conjunto N de los nimeros naturales. Tampoco suele ser practico s A contiene un gran
ndmero de elementos.

2. Clasificar caracterizando los elementos de cada parte

Incluso s € conjunto A que se quiere partir esfinito, las clasificaciones més Utiles para
la ciencia no suelen citar uno por uno los elementos de cada clase, sino que se dan
caracteristicas que permiten saber a qué clase pertenece cada elemento de A2 Asi, si N
es el conjunto de los nimeros naturalessin el cero y sedice que P, es el subconjunto de

los nimeros naturales impares y P, e de los pares, se ha definido la particion
P= { R, P2} en N sin citar uno por uno los elementosde P, y P, . Pero las propiedades
con las que se han definido P, y P, son caracteristicas, pues permiten que se sepa s
cada nimero natural pertenecea P, oa P, . Asi, de 30 se sabe que espar y de 21 que es

impar. Estaforma de clasificar se llama clasificar caracterizando los el ementos de cada
parte.

Puede no parecer muy Util para el conocimiento clasificar los nimeros naturales sin €l
cero en impares y pares, pues esa clasificacion solo dice que un nimero como el 30 es
multiplo de 2 'y 21 no lo es. Pero en realidad esta clasificacion esta dando mucha més
informacién, en concreto toda la que se desprende de las caracteristicas clasificatorias.
Por gjemplo, se deduce que 30 no es un nimero primo porque, como €s par, es multiplo
de dos. También se deduce que entre los pares no hay ninglin nimero primo distinto de
2, pues todos tienen a 2 como divisor; por tanto, todos los nimeros primos salvo el 2
son impares... También gque la suma de cualquier nimero natural n con é mismo es
siempre un nimero par, pues n+n=2n, que es multiplo de 2... Y otras propiedades.

Es decir, las clasificaciones por caracterizacion son (tiles para la ciencia precisamente
por las propiedades que derivan de las propiedades que definen cada clase: todas son
comunes a todos los elementos de esa clase. Por eso no cualquier clasificacion de los
elementos de un conjunto es Util, y hay clasificaciones mas Utiles que otras. Una
clasificacién es mas til para el conocimiento cuantas mas propiedades se deriven de las

2 Una acepcion de ‘caracteristica’ del Diccionario de la Real Academia Espariola es “Dicho de
unacualidad: Que da caracter o sirve paradistinguir aalguien o algo de sus semejantes”.
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gue han servido para caracterizar cada clase, porque asi se sabe més de los elementos
gue constituyen cada clase. Es decir, las clasificaciones més Utiles son las que permitan
deducir mas cosas de los elementos de cada clase, porque asi facilitan més €
conocimiento.

3. Clasificar por medio derelaciones de equivalencia

Hay otra forma de partir conjuntos, que es lo mismo que clasificar sus elementos, algo
més indirecta que las anteriores, pero de notable utilidad en algunos casos. Es
consecuencia de establecer algunas relaciones entre los elementos de los conjuntos, que
se llaman relaciones de equivalencia. Por eso comenzaremos por mostrar 1o que son las
relaciones en los conjuntos, para desembocar en la definicion de relacion de
equivalencia.

Relaciones binarias en un conjunto

Se llama relacién binaria definida en un conjunto A no vacio a cualquier conjunto de
pares ordenados cuyas componentes son elementos de A.

Unarelacion binaria definida en un conjunto A se llama también, simplemente, ‘relacion
binariaen A'. Por giemplo, s A={a,b,c}, los conjuntos

R ={(ab) (.a).(b.0).(a.a).(a} ¥ R ={(ab).(b:a) (a.a).(bb).(c.c)}
son relaciones binarias en A. De los elementos de A que son componentes de un par de
una relacion en A se dice que estan relacionados por esa relacion. Por gemplo, ay b
estan relacionados por R;. Se escribe (a,b)eR,. También by a, y by c esédn
relacionados por R, 0 sea (b,a)e R, y (b,c)e R . A veces se escribe también aRpb,
bRa y bRic. aRb significalo mismo que (a,b)e R.

Notese que cada relacion binaria en un conjunto A es un subconjunto del producto
cartesiano Ax A= AZ.

En realidad pocas veces |as relaciones binarias se definen citando sus elementos, como
se han definido R y R,. Mas frecuentemente se definen por medio de reglas de
formacion de los pares ordenados que son los elementos de la relacion. Entonces, la
misma regla también se llama ‘relacién’. Por gemplo, la expresion ‘pares de niUmeros
naturales en los que e primero es divisor del segundo’ define una relacion binaria D,
agunos de cuyos elementos son (L1), (L5) y (36). Esa relacion es conocida
simplemente como ‘es divisor de', y tiene infinitos elementos. Por esa razon no se
puede definir citdndolos todos, sino que hay que hacerlo por medio de una regla, ta
como la que se ha dado.

‘Es hijo de lamisma madre que’, que designaremos por M, es una relacién binariaen el
conjunto de los seres humanos vivos. (a, b) e M y aMb significan que a es hijo de la
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misma madre que b. Larelacion Sen e conjunto de |os seres humanos vivos ‘ es padre
de' esotrareacion binaria. (Andrés)S(Maria) significa que Andrés es padre de Maria.

Larelacion en e conjunto N de los nimeros naturales sin el cero ‘es nimero primo con’
es conocida también como ‘ser nimeros primos entre si’ y significa que € primer
elemento de un par de esa relacion no tiene divisores comunes con e segundo gque sean
distintos de uno. Un par de nimeros naturales de esa relacion es (1,2) y otro (10,7).

Relaciones reflexivas

Una relacion binaria R definida en un conjunto A es reflexiva s para cada elemento a
deAe par (a,a) eselemento de R

O, dicho smbdlicamente, s Vae A ocurre que (a,a) e R, entonces R es una relacion
reflexiva.

Larelacion R, ={(a,b),(b,a),(aa),(b,b),(c.c)} definidaen A={a,b,c} esreflexiva,
pues (a,a), (b,b) y (c,c) pertenecena R,.

La relacion R ={(a,b),(b,a),(b,c).(aa),(a.c)} no es reflexiva, pues ni (b,b) ni
(c,c) pertenecena R, .
Larelacion M ‘es hijo de la misma madre que en el conjunto de los seres humanos es

reflexiva, pues (a, a) € M, que significa que a tiene la misma madre que a, €es cierto
paratodo ser humano.

La relacion S ‘es padre de' no es reflexiva, pues ningin ser humano es padre de si
mismo, por o que en S no hay pares de la forma (a, a); aunque para no ser reflexiva

bastaria con que un solo ser humano no fuera padre de si mismo.

Larelacion D ‘es divisor de€ en e conjunto de los nimeros naturales es reflexiva, pues
todo elemento de N es divisor de si mismo'y, por tanto, ae N = (a,a) e D . También la

relacién en N ‘es multiplo de’ es reflexiva, pues todo nimero natural es maltiplo de si
mismo.
Relaciones simétricas

Una relacion binaria R definida en un conjunto A es simétrica solo S para cada
elemento (a,b) de Rtambién (b,a) eselemento de R

Dicho de forma simbdlica, s V(a,b) e R también (b,a)e R la relacion R en A es
simétrica.

Larelacion R, ={(a,b),(b.a).(a,a),(b,b),(c.c)} definidaen A={a,b,c} essimétrica
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La relacion M ‘es hijo de la misma madre que’ es simétrica, pues S a es hijo de la
misma madre que b, también b es hijo de la misma madre que a. Es decir,
(ab)eM = (ba)e M . La relacion D ‘ser divisor d&' no es simétrica, pues 3 es

divisor de 6y 6 no esdivisor de 3. O sea, (3,6)e D, pero (6,3) 2 D.

Una relacion smérica puede ser reflexiva o no. Por  gemplo,
R, ={(ab).(b.a),(aa),(bb),(c,c)} en A={ab,c} esreflexivay smétrica También

Ry ={(a.a), (b,b),(c,c)} esreflexivay smétrica ‘Es hijo de la misma madre que’ es
reflexivay simétrica’.

‘Esdivisor de' esreflexiva pero no es smétrica.

La relacion Ry={(a,a),(b,b)} en A={ab,c} es smétricay no es reflexiva, pues
(c.c) e Rs.

La relacion R ={(ab),(b.a),(b,c).(aa).(ac)} no es reflexiva, pues (bb)e Ry, y
tampoco es simétrica, pues (b, c) eselemento de R y (c,b) no.

Relaciones transitivas

Una relacion binaria R definida en un conjunto A estransitiva si ocurre que s (a, b) y
(b,c) son elementos de R, también (a,c) eselemento deR.

R ={(ab).(b.a).(b,c).(aa),(ac)} definida en A={abc} es transtiva, pues
siendo (a,b) y (b,c) elementosde Ry, (a,c) tambiénlo es.

La relacion M ‘es hijo de la misma madre que’ es transitiva, pues s a es hijo de la
misma madre que b y b es hijo de la misma madre gque ¢, entonces a es hijo de la misma
madre que c. Es decir, § (a,b)e M y (b,c)e M entonces (a,c)e M . Larelacion ‘es
divisor de’ estransitiva, puess aesdivisor deby bloesdec, aesdivisor dec.

La relaciones R, ={(ab),(ba),(aa).(bb).(cc)}, Rs={(aa).(bb)} vy
R, ={(aa),(bb),(cc)} en A={abc son wenstives La relacion
Rs ={(ab), (ac)} en A también estransitiva, pues no hay ningin par de elementos de
Rs delaforma (x,y), (v,z), por lo que no se puede exigir que haya en Rs otro de la
forma (x, z) . O, dicho de otraforma, no hay hipétesis que exija que ocurralatesis.

Las relaciones trangitivas pueden ser reflexivas o no. Por gemplo, R, estransitivay no
es reflexiva, pues ni (b,b) ni (c,c) pertenecen a R. R, es transitiva y reflexiva, lo
mismo que larelacion M ‘es hijo de la mismamadre que'.
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También hay relaciones transitivas que son simétricas y otras que no lo son: R, es
transitivay no smétricay R, estrangitivay simétrica. ‘ Es hijo de la misma madre que’
estransitivay simétrica. ‘Es divisor de’ estransitivano simétrica.

Relaciones de equivalencia

Una relacién binaria en un conjunto A es una relacion de equivalencia s es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Las relaciones R, ={(ab),(b,a),(aa).(bb).(c.c)} y Ry={(aa)(b,b) (cc)}
definidas en A son relaciones de equivalencia. Larelacion ‘ser hijo de la misma madre’
esrelacion de equivalencia. Larelacion ‘es divisor de' no esrelacion de equivaencia

Clases de equivalencia

Si Resunarelaciéon de equivalenciaen un conjunto A,y a€ A, designaremos por R(a)
al conjunto de todos los elementos de A relacionados con a por esa relacion de
equivalencia. Es decir, b e R(a) & (a,b) € R. Nétese que, entonces, también (b,a) e R,
pues R es smétrica. Llamaremos a R(a) clase de equivalencia de a. O sea, clase de

equivalencia de a originada por una relacion de equivalencia R en A es el conjunto de
todos |os elementos de A relacionados con a por esa relacion de equivalencia.

Si ocurre que c ¢ R(a), donde ¢ es un elemento de A, entonces en la clase de ¢, R(c),

no hay ningun elemento de la clase de a, pues de haberlo estaria relacionado con ay con
cy, por tanto, a 'y ¢ pertenecerian también ala misma clase, en contra de la hipétesis de
que ¢ no pertenece a la clase de a. Dicho de otra manera, R(a)n R(c) =&, puessi un

elemento d de R(c) esta también en R(a) significa que aRd y dRc. Y como R es
transitiva ocurriria que aRc, en contra de la hipétesis de que c ¢ R(a) .

Es decir, s R(a) es una clase de equivalencia de A y & elemento de A c¢ R(a),
entonces R(a) N R(c)=@. O sea, ninglin elemento de A pertenece a més de una clase

de equivalencia de las originadas por R. Pero todo elemento a de A pertenece a una
clase de equivalencia de las originadas por R, pues, a menos, aRa, ya que R es
reflexiva.

El conjunto de todas las clases de equivalencia de A originadas por larelacion Ren A se
llama conjunto cociente de A originado por larelacion R, y se designapor A/R.

Se citan de nuevo las caracteristicas del conjunto cociente A/R:

1. Cada elemento del conjunto cociente A/R es no vacio, pues a menos un
elemento de A pertenece a cada clase.

2. Laintersecciéon de dos clases de equivalencia es € conjunto vacio, 0 sea, las
clases de equivalencia son conjuntos diguntos.
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3. Launion detodas las clases de equivalenciaes € conjunto A.

Pero esas son, precisamente, las caracteristicas de una particién en A. Por tanto, €l
conjunto cociente A/R es una particion de A.

Cada relacion de equivalencia en un conjunto A origina una particion P en A, que es €l
conjunto cociente P = A/R.

Dicho de otra manera, definir una relacion de equivalencia en un conjunto A es una
forma de clasificar los elementos de A.

Por eemplo, € conjunto cociente de la reacibn de equivalencia
R, ={(ab).(b.a),(aa).,(b,b),(c,c)} definidaen A={ab,c} es
AR ={{ab} {c}},

gue es una particién de A.

Para obtener esa particién se forma un conjunto con todos los elementos relacionados
con a: {a,b} . Se elige después un elemento que no esté en la clase anterior, € ¢, y se

forma otra clase con ¢ y todos los relacionados con é, en este caso solo el ¢: {c} . Y asi
hasta que todos |os elementos de A estén en alguna de las clases escritas.

El conjunto cociente originado por R, es A/R, ={{a}.{b}.{c}}.

La relacion M ‘es hijo de la misma madre que’ es relacién de equivalencia en el
conjunto H de los seres humanos. Los seres humanos que pertenecen a cada clase de
equivalencia del conjunto cociente H/M son hermanos de madre. Los seres humanos

gue no tienen hermanos forman clases de un solo elemento. Todos los hombres y
mujeres vivos han quedado asi clasificados.

Por tanto, definir unarelacion de equivalencia en un conjunto es otra forma de clasificar
los elementos de ese conjunto.

Un g emplo notable de clasificacion por medio de clases de equivalencia

En las definiciones de los conjuntos habituales de nimeros se suele utilizar la
clasificacién por medio de clases de equivalencia. Se expone a continuacion el concepto
de numero racional como gemplo de esta formade clasificar.

Se Ilama fraccion a cualquier par ordenado (a, b) de nimeros enteros cuya segunda
componente, b, no sea e cero. Los pares de nimeros enteros (a, b) gue se escriben para

. . . a
gue sean fracciones se escriben preferentemente separados por un segmento asi: o’ 0

también a/b. La primera componente, a, del par se [lama numerador, y la segunda, b,
denominador. Por gjemplo, son fracciones 2/5, 4/10, 14/7 y 0/1. No son fracciones
3/0 ni 0/0.
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Definamos lasiguiente relacion Ren F:

. E esta relacionado con g s ad = cb. Se escribe entonces % R%.

Esa relacion suele designarse como ‘igualdad de los productos cruzados'®, y es
. . ., a a_a
* reflexiva, ya que, cualquiera que sea la fraccion b ocurre que BRE’ pues
ab=ab.
e Simétrica, pues gRE:> ad = cb, por lo que ERil.
b d d b

aget cpe
b dd f
(ad = cb, cf =ed). Si se multiplica una igualdad del paréntesis por la otra
resulta: adcf = cbed. Y s sedividen los dos miembros por cd queda af = be,

e trandgtiva, pues s ocurre que ( ] también ocurre que

gue significa % R? , por lo que R es trangitiva.

Como esreflexiva, smétricay trangitiva, R es relacion de equivalencia.

Si ahora se elige una fraccion cualquiera, por ejemplo 10/4, su clase de equivalencia
debida a R esta formada por todas la fracciones relacionadas con 10/4. Por ejemplo
20/8 pertenece a la clase de equivalencia de 10/4, pues 20x 4 =10x 8, y también
5/2,pues 10x 2 =5x 4. Si seelige otrafraccion que no esté relacionada con 10/4, por
gjemplo, 1/6, a su clase de equivalencia pertenecen, por gjemplo, 2/12 y 3/18. Y asi con
el resto de las fracciones. Todas |as fracciones cuyo numerador es el cero, como 0/a y
0/b (a#0 y b=0) son equivalentes, pues 0xbh=0xa. De esa forma se han
clasificado todas las fracciones en clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia se
llama ndimero racional, que se designa por cualquiera de sus fracciones. Es decir, 20/8,
10/4 y 5/2 designan el mismo nimero racional. 1/6, 2/12 y 3/18 designan otro. Y 0/1
y 0/4 otro. Resulta, pues, que cada niimero racional puede designarse por un ndmero

infinito de fracciones. Pero en todo nimero racional cuyo numerador no sea el cero hay
una fraccion formada por nimeros enteros primos entre si, que se llama fraccién
irreducible, y es la que suele preferirse para designar € numero racional a que
pertenece. En los dos primeros gemplos anteriores esas fracciones son 5/2 y 1/6. El

numero racional cuyas fracciones tienen por numerador € cero se designan por 0 (cero).

® Y equivale a decir que si se divide a entre b se obtiene e mismo nimero decimal que si se
divide c entre d.
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Final

El estudio de las particiones de conjuntos y de las relaciones de equivalencia suele estar
incluido en los primeros capitulos de los libros de agebra. Aqui se ha tratado €l tema
intentando mostrar su utilidad para la organizacién del conocimiento y el progreso en la
ciencia, y también se ha tratado de llamar la atencion sobre € hecho de que las
clasificaciones cientificas son las clasificaciones de la vida ordinaria, de las que, alo
sumo, son formas mas precisas.

Que se reflexione sobre algunos aspectos de la forma de conocer es el objetivo de este
articulo y de otros de la seccién ‘ Comentarios técnicos’, como los titulados ‘ Concepto
de axioma' y ‘Partir y clasificar’, €l Ultimo estrechamente relacionado con este.
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